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Dénombrement des polyndémes unitaires
irréductibles sur un corps fini :

I Le développement

Le but de ce développement est de déterminer le nombres de polynémes irréductibles
sur un corps fini F, en utilisant la fonction de Mé&bius.

On commence avec un résultat préliminaire sur la fonction de Mé&bius.

Pour tout n € N*, on a :
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sin>2
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dln

Preuve :
Soit n € N*.

* Sin=1,alors 3, u(d) = p(l) =1.

* Sinon, en notant n = [[/_, p;* la décomposition en facteurs premiers de n, on a
alors par la définition de la fonction de Mobius :
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Finalement, on a bien la formule voulue.
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Soient A un groupe abélien et f: N* — A.

Si l'on pose g(n) = Zf(d)7 alors f(n) = Zu (%) g(d).
d|n

d|n

Preuve :
Soient A un groupe abélien, f: N* — A et g(n) = Zf(d)
d

On remarque tout d’abord que pour tous d,d’” € N*, on a 1’équivalence entre (d|n
et d'|2) et (d|n et d| )
d d’

On a alors pour tout n € N* :
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Si on note A(n,q) Pensemble des polyndmes irréductibles, unitaires et de degré
n sur Fg, alors on a l'égalité X9 — X = H H P(X).
dln PEA(d,q)

Preuve :

On note A(n,q) ’ensemble des polynomes unitaires irréductibles et de degré n sur
le corps Fy.

% Soit P € A(d, q) un facteur irréductible (unitaire) de X" — X de degré noté d.
On considére x une racine symbolique de P et Fq(z) un corps de rupture de P. On
a alors l'inclusion :

Fq CFq(x) CFgn  (car Fgn est le corps de décomposition de X" — X dans Fq)
Ainsi, par le théoréme de la base télescopique, on a :

: Fq(2)] [Fq(z) : Fq

:Fql = n et [Fq(z) : Fq] = deg(P) = d (car P est irréductible), donc

[Fon : Fq] = [Fgn
Or, on a [Fgn
d divise n.

* Réciproquement, soit P € A(d, q) tel que d divise n.

On considére x une racine symbolique de P et K un corps de rupture de P.

On a alors [K : Fg] = d (car P est irréductible) et par unicité des corps finis a
I'isomorphisme preés, on a alors K= F 4.
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Ainsi, z € K peut étre vu comme un élément de F 4 et donc (puisque d divise n) :
(k—1)d
n kd d\ g (k—1)d d
z? =g :(xq) =z .=z =z

Donc z est racine de X9 — X et ainsi, P divise X" X,

Finalement, puisque X9 — X est scindé a racines simples (donc sans facteurs
carrés), on obtient donc que X9 — X = H H P(X) ().
dln P€A(d,q)

Corollaire 4 : [Francinou, p.189]
En notant I(n,q) = Card(A(n,q)), on a :

1 n q"
dln

n—;\-ﬁj—oo
Preuve :

On note I(n,q) = Card(A(n,q)).

En regroupant les degrés dans la formule (x) de la preuve précédente, on obtient

que :

qn = Z d[(nv q)
d|

Donc en posant g : n — ¢" et f : d — dI(n,q), par la formule d’inversion de

Mobius, on a :
1 n d
4 ’ n (7)
(n,q) = —~ ; rlg)a

Ainsi, on obtient :

d|n
d#n
Or, on a :
I_%J LEJ |_£J+1
ral < S at =g < ()
q— q—
d=1
Donc :

n Tn
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Finalement, on en déduit que I(n, q) N
n—+oo N

II Remarques sur le développement

II.1 Reésultat(s) utilisé(s)

On a utilisé dans ce développement la fonction de Mobius dont on rappelle la défini-
tion :

Définition 5 : Fonction de Mé&bius [Berhuy, p.151] :
On appelle fonction de Md&bius la fonction p définie par :

p: | N© — Z
no— {(()_1)

On a également utilisé un résultat important sur les corps finis :

si n est produit de » nombres premiers distincts
s’il existe un nombre premier p tel que p? divise n

Soient p un nombre premier et n € N*.

Si lon pose ¢ = p", alors il existe un corps K & ¢ éléments (c’est le corps de
décomposition du polynoéme X7 — X sur Fp).

En particulier, K est unique & isomorphisme prés et on le note F,.

I1.2 Pour aller plus loin...

* Il est possible de déterminer, lorsque n et p sont petits, ’ensemble des polynémes
irréductibles de degré n dans 'anneau F,[X]. Pour cela, on peut par exemple utiliser la
méthode du crible. Par exemple, pour ¢ = 2, on a :

A(1,2) = {X, X +1}, A(2,2) = {X*+ X +1} et A3,2) = {X*+ X +1, X’ +X*>+1}

Si les valeurs de g ou de n sont grandes, on peut implémenter ’algorithme de Berlekamp
pour factoriser le polyndome X? — X avec un ordinateur.

* Le corollaire du développement posséde une interprétation trés profonde :
Pour tous n,q € N*, I(n,q) > 1. Ainsi, il existe au moins un polyndme irréductible de
degré quelconque n dans Fp, (c’est-a-dire que Fpn existe toujours en tant que corps).

I1.3 Recasages
Recasages : 123 - 125 - 141 - 190.
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